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Нестаціонарні хвильові процеси в системі 
сферична оболонка — двошарове грунтове середовище
Представлено членом-кореспондентом НАН України І.С. Чернишенком
Розглядаються нестаціонарні процеси розповсюдження сферичних хвиль в системі сферична оболонка — 
двошарове ґрунтове середовище. Кожний шар ґрунтового середовища описується в рамках поведінки три-
компонентного ґрунтового середовища, згідно з рівняннями механіки суцільних середовищ. Для чисельного 
розв’язку вказаних задач використовується скінченно-різницева схема Мак-Кормака. Наведені закономір-
ності розповсюдження хвиль тиску у вказаній системі.
Ключові слова: сферична оболонка, двошарове ґрунтове середовище, сферичні хвилі, нестаціонарні процеси, 
чисельні методи.
В даній роботі розглядаємо задачу динамічної поведінки системи сферична оболонка — дво-
шарове ґрунтове середовище при дії на неї імпульсного навантаження. Наведемо рівняння 
коливань сферичної оболонки та ґрунтового середовища. Для розв’язку вихідної задачі по-
будуємо чисельний алгоритм, що базується на скінченно-різницевій апроксимації вихідних 
рівнянь по просторовій та часовій координатах. Запропонуємо чисельні результати для ви-
падку динамічної поведінки системи сферична оболонка — двошарове ґрунтове середовище 
при розподіленому імпульсному навантаженні.
Постановка задачі. Розглядається задача взаємодії сферичної порожнини, підкріпле-
ної сферичною оболонкою радіуса R  з двошаровим ґрунтовим середовищем. Кожний шар 
ґрунту являє собою трикомпонентне середовище, що складається із газоподібної, рідкої та 
твердої компонент із відповідними параметрами. Внутрішнє імпульсне навантаження 3( )P t  
прикладається до внутрішньої поверхні сферичної оболонки. Рівняння коливань замкнутої 
сферичної оболонки радіуса R  товщиною h  мають вигляд [1]
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де 3u  — переміщення точок серединної поверхні оболонки; 3( )P t  — навантаження на вну-
трішню поверхню сферичної оболонки; ( )rP t  — тиск ґрунту на оболонку; , ,sh Eρ ν  —  фізико-
механічні параметри матеріалу оболонки ( shρ  — густина матеріалу оболонки).
Кожний шар ґрунту описується рівнянням стану трикомпонентного середовища (водо-
насиченого ґрунту) згідно з моделлю В.М. Ляхова [1—3]
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де вводяться такі позначення: iα  — вміст по об’єму компонент; oiρ  — густина; oiV  — їх пи-
томий об’єм; oic  — швидкість звуку в компонентах при атмосферному тиску oP ; i  — номер 
компоненти (1 — повітря, 2 — рідина, 3 — тверді частинки). При тиску oP P=  густина серед-
овища oρ  та питомий об’єм oV  визначаються за формулами
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При тиску P  параметри компонент шарів позначимо iV , iρ , ic , а середовища в цілому — 
V і ρ . Густина середовища при тиску P  складається із початкової густини oρ  та членів, 
обумовлених стисненням кожної з компонент.
Рівняння стиснення нелінійного пружного багатокомпонентного середовища запису-
ються у вигляді
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де iγ  — показник ізентропи i -ї компоненти.
Перевагою цієї моделі є її простота, можливість запису залежності швидкості звуку та 
швидкості хвилі від тиску у вигляді простих співвідношень. Швидкість звуку при тиску P  
визначається із умови
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Рух двошарового ґрунтового середовища для випадку розповсюдження сферичних 
хвиль описується системою рівнянь в ейлерових координатах для кожного шару [4] 
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де r  — просторова координата; t  — часова координата; U  — швидкість; ρ  — густина; P  — тиск.
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Відповідно для кожного шару записуються рівняння стану:
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В подальшому розглядається нестаціонарна поведінка двошарового середовища при 
визначених початкових умовах. Припускається, що до внутрішньої поверхні підкріплюючої 
оболонки з радіусом 0r R=  порожнини прикладається навантаження 3( ) r RP t = .
Зв’язаність задачі взаємодії сферична оболонка — ґрунтове середовище забезпечується 
завданням умов непроникності на деформовану поверхню контакту оболонка — ґрунтове 
середовище
3 ,ru U=	
де rU  — швидкість границі ґрунтового середовища на контакті.
Граничні умови на межі підкріплена порожнина — ґрунтове середовище при 0t >  об-
числюються виходячи із рівнянь руху першого шару середовища — рівняння (1), (5) та (6).
Чисельний алгоритм. Алгоритм розв’язку задачі про поведінку двошарового ґрунтово-
го середовища при навантаженні замкненої підкріпленої сферичної порожнини нестаціо-
нарним навантаженням 3( ) r RP t =  базується на використанні скінченно-різницевої схеми 
предиктор – коректор Мак-Кормака [1—5].
На кроці предиктор різницеві рівняння мають вигляд:
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На кроці коректор рівняння записуються наступним чином:
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Для знаходження шуканих величин на поверхні контакту сферична оболонка — ґрунто-
ве середовище використовується наступна процедура.
Рівняння руху оболонки (1) представимо у вигляді
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На кроці предиктор рівняння (9) апроксимуємо наступними співвідношеннями: 
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Величини 0 0, Pρ   визначаються за формулами:
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На кроці коректор для апроксимації рівнянь (9) використовуються скінченно-різницеві 
співвідношення вигляду:
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Величини 10
n+ρ  і 10nP +  знаходяться за наступними формулами:
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Для розрахунку тиску P  по заданих значеннях густини ρ  використовується ітераційна 
процедура Ньютона—Рафсона. Враховуючи, що різницева схема Мак-Кормака є явною, то 
при розрахунках застосовувалася умова різницевої стійкості
(| | ) / 1V c r+ τ Δ <  ,
де значення c  відповідає локальній швидкості звуку — формула (4).
Чисельні результати. Розглядається сферична підкріплена порожнина в двошаровому 
ґрунтовому середовищі при внутрішньому, імпульсному навантаженні 3( )P t  — рівняння 
(1), (5) та (6). Відповідні різницеві рівняння — (7) — (13). Розрахунки проводили для стале-
вої оболонки з радіусом 0,1R =  м; товщиною 0,01h =  м. Модуль Юнга матеріалу оболонки 
210E = ГПа, коефіцієнт Пуассона — 0,3ν = ; густина матеріалу 7880shρ = кг/м3. Осесиме-
тричне імпульсне навантаження 3( )P t  задавали у вигляді:
3( ) sin [ ( ) ( )],
t
P t A t t T
T
π
= η −η −
де T  — час навантаження; A  — амплітуда навантаження; ( )tη  — функція Хевісайда. При 
розрахунках покладали 10A = МПа; 50T = мкс.
Задачу розв’язували для двох типів двошарових водонасичених ґрунтів. Характеристи-
ки компонент шарів ґрунтів наступні: 1) повітря — 1 1,2ρ = кг/м
3
; 1 330c = м/с; 1 1,4γ = ; 
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2) вода — 32 10ρ = кг/м3; 2 1500c = м/с; 2 7γ = ; 3) твердий компонент — 3 2650ρ =  кг/м
3; 
3 4500c = м/с; 3 4γ = . Розрахунки проводили на просторовому інтервалі 20R r R  . Гра-
ницю розділу ґрунтових середовищ покладали в точці 5r R= . В першому варіанті розрахун-
ків приймали наступні характеристики шарів ґрунту: перший шар — 1 2 30; 0,7; 0,3α = α = α =  
(менш щільне середовище), другий шар — 1 2 30; 0,3; 0,7α = α = α =  (більш щільне середови-
ще). У другому варіанті розрахунків розглядалося проходження хвиль із більш щільного 
середовища в менш щільне з вказаними вище характеристиками. 
На рис. 1 наведено результати розрахунків для хвилі тиску по просторовій координаті 
r для вказаних вище двох варіантів ґрунтових середовищ в момент часу t T= . Крива 1 від-
повідає першому варіанту (перший шар — менш щільне середовище, в порівнянні з другим 
шаром), крива 2 — другому варіанту (перший шар — більш щільне середовище). Отримані 
результати відповідають дійсним фізичним міркуванням. Хвиля тиску для другого варіанта 
має більшу швидкість і більшу амплітуду в порівнянні з першим варіантом. Також на рис. 1 
можна відслідкувати процес зниження амплітуд тиску вхідних хвиль у відповідні серед-
овища через наявність підкріплюючої сферичної оболонки в сферичній порожнині. Вхідна 
хвиля при 0t =  має амплітуду 710A =  Па, при t T=  крива 1 відповідає 1,8A =  МПа, крива 
2 — 2,56A =  МПа.
На рис. 2 наведено аналогічні результати розрахунків для 6,5t T= , коли хвилі тиску 
пройшли границю розділу ґрунтових середовищ при 5r R= . Позначення кривих відповіда-
ють позначенням на рис. 1. Як бачимо, для обох випадків при проходженні границі розділу 
з’являються хвилі відбиття. Також ці результати відповідають дійсним фізичним законо-
мірностям. Можна провести аналіз падіння (див. рис. 1 і 2) амплітуд відповідних хвиль. 
Бачимо, що при t T=  (див. рис. 1) 1 1,8A = МПа, 2 2,56A = МПа. При 6,5t T=  (див. рис. 2) 
1 0,564A = МПа, 2 0,59A = МПа. Подальші розрахунки по часовій координаті показали, що 
падіння амплітуд хвиль для обох випадків відбуваються за експоненціальним законом. Зо-
крема, одним із елементів новизни розглянутої задачі є дослідження падіння амплітуд хвиль 
тиску для двошарового ґрунтового середовища з різними фізико-механічними параметрами 
шарів.
Рис. 2Рис. 1
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НЕСТАЦИОНАРНЫЕ ВОЛНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В СИСТЕМЕ 
СФЕРИЧЕСКАЯ ОБОЛОЧКА – ДВУХСЛОЙНАЯ ГРУНТОВАЯ СРЕДА
Рассматриваются нестационарные процессы распространения сферических волн в системе сферическая 
оболочка — двухслойная грунтовая среда. Каждый слой грунтовой среды описывается в рамках поведения 
трехкомпонентной грунтовой среды, согласно уравнениям механики сплошных сред. Для численного ре-
шения указанных задач используется конечно-разностная схема Мак-Кормака. Приведены закономернос-
ти распространения волн давления в указанной системе.
Ключевые слова: сферическая оболочка, двухслойная грунтовая среда, сферические волны, нестационарные 
процессы, численные методы.
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NONSTATIONARY WAVE PROCESSES 
IN THE SPHERICAL SHELL—TWO-LAYER SOIL MEDIUM SYSTEM
Nonstationary processes of propagation of spherical waves in the spherical shell—two-layer soil medium system 
are considered. Each layer of the soil medium is described within the framework of the behavior of a three-
component soil medium, according to the equations of continuum mechanics. To solve these problems, the Mac-
Cormack finite-difference scheme is used. The regularities of propagation of pressure waves in this system are 
given.
Keywords: spherical shell, two-layer soil medium, spherical waves, nonstationary processes, numerical methods.
